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The theory of Lockett sections is transferred from Fitting classes to Fitting sets. 
This in general works only partially; in some special groups (which I call “mobility” 
groups), however, among these the stable linear groups, a literal translation of the 
Fitting class theory is possible. As the groups relevant in outer Fitting pairs actually 
are mobility groups, a new way of deriving information on the Lockett section of 
a Fitting class arises. This is used to present a simplified, if nonsoluble, counter- 
example to Lockett’s conjecture and to decide a related question. Also, an approach 
to generating Fitting classes is given. ’ c’ 1990 Academic Press, Inc. 
EINLEITUNG 
Der Verband der Fittingklassen endlicher Gruppen ist disjunkte 
Vereinigung von Intervallen, den sogenannten Lockettabschnitten, von 
denen jeder zum Untergruppenverband einer abelschen Gruppe isomorph 
ist. 
Die Rolle der Lockettabschnitte in der Betrachtung von Fittingklassen 
ist aus zwei Griinden zentral: Einmal kann man weitgehend nur innerhalb 
dieser Abschnitte leicht verbandstheoretische Aussagen iiber Fittingklassen 
treffen (etwa fiber maximale Teilfittingklassen oder iiber das Erzeugnis 
zweier Fittingklassen); andererseits bestimmt die Lage einer Fittingklasse 
in ihrem Lockettabschnitt den Grad der Anpassung ihres Radikals an 
direkte Produkte. 
Wir wollen die Lockett-Theorie auf Fittingmengen iibertragen. 
Fittingmengen sind “Fittingklassen innerhalb einer Gruppe” und wurden 
von Anderson [l] eingefiihrt, urn die Untergruppenstruktur endlicher 
auf&barer Gruppen zu untersuchen. In [lo] wird der Begriff der 
Fittingmenge fiir den ganz anderen Zweck verwendet, die Konstruktion 
von Fittingklassen mithilfe der sogenannten SuBeren Fittingpaare zu 
vereinfachen und zu vereinheitlichen. 
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Fur die Einfiihrung von Lockettabschnitten von Fittingklassen brauchz 
man folgende Eigenschaften direkter Produkte: Erstens existiert su 
gegebenen Gruppen immer deren direktes Produkr (genauer ein direktes 
Produkt isomorpher Kopien), und zweitens liegt in der A~~omorph~sme~- 
gruppe einer direkten Potenz immer eine voile Symmetrische Gruppe, die 
die Komponenten permutiert. Wir wollen diese ~~ge~schafte~ in. 
“iokahsierter” Form fur die Untergruppen einer Gruppe axiomatisch 
fordern. Gruppen, in denen diese Axiome gelten, nennen wir 
keitsgruppen. Sicher kann eine Beweglichkeitsgruppe nicht endlich sein. 
ie Ubertragung der Lockett-Theorie auf F~tti~gmenge~ ist :n 
eweglichkeitsgruppen verlustfrei miiglich; in behebigen Gruppen kann 
man immerhin noch den “unteren Lockett-Stern” definieren, allerdirrgs 
ohne dessen verbandstheoretische Eigenschaften zu erhaiten, 
Die wichtigsten Beispiele fiir Beweglichkeitsgruppen smd die Gruppen 
der Form Iim, _ Ix, Aut(J”) (J eine (abelsche oder ~ic~tabe~sc~e~ mfache 
endliche Gruppe). Diese sind gerade such die wichtigsten Zielgruppen ftir 
aubere Fittingpaare (namlich fur die durch die Operation von Cruppen a;;f 
ihren abelschen Hauptfaktoren definierteni; in der Tat erlauben drese 
&.tDeren Fittingpaare such, an den Lockettabschnitten von Fitti~gme~~e~ 
in L, Information iiber die Lockettabschnitte der zugerhorigen 
Fittingklassen abzulesen. Als Anwendung et-halt man ein neues, einfac 
Gegenbeispiel zur Lockettvermutung und eine 
Frage. ob sich der “untere Lockett-Stern” an 
Eine andere (eingeschranktere) Anwendung van Fittingmengen in L, 
erlaubt Aussagen iiber die Erzeugung von Fittingklassen; wir zeigen ernen 
Satz, der eine Vereinfachung des Beweises eines Ergebnisses van Johnsen 
und Laue [7] ermoglicht und diesen (wenigs,tens in einer ichtung ) 
verallgemeinert. 
Me Ergebnisse dieses Artikels, mit Ausnahme von 3.16, der vorliegecden 
Version von 3.17, sowie 4.2(b): stammec aus der Dissertation des 
Autors [II]. 
1. VORBEREITUNGEN 
VVir unterscheiden zwischen endlichen Grupen C, N, ~.~> und 
miighcherweise unendlichen Gruppen G1 W, ..~, durch die Schreibweise. 
‘“SAC G” bedeutet, da13 S ein Subnormalteiler voc G ist. 
Mit [G] H bezeichnen wir semidirekte Produkte von Gruppen und R 
mit Normalteiler G. 
Sym(rz) ist die Symmetrische Gruppe auf n Ziffern, Dih(2tz) die 
Diedergruppe der Ordnung 2n. 
U < G x H hei& subdirekt (U sd G x enn die Projektionen van U 
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auf die Komponenten G und H surjektiv sind. (Entsprechend such fiir 
mehrfache und unendliche direkte Produkte.) 
Die Basisgruppe ines Kranzproduktes G l H bezeichnen wir mit Gq; fiir 
U < G ergibt sich die Bezeichnung UQ fiir die kanonische H-invariante 
direkte Potenz von Kopien von U in Gtl. 
DEFINITION 1.1. Sei Y eine Gruppe. 
(a) Mit D, bezeichnen wir das eingeschrgnkte direkte Produkt 
abzihlbar unendlich vieler Kopien von Y. Diese Beschreibung zeichnet 
eine direkte Zerlegung von D, in Kopien von Y aus. Unter einer guten 
Zerlegung von D, verstehen wir eine direkte Zerlegung von D, in Kopien 
von Y, die sich nur durch endlich viele Komponenten von der 
ausgezeichneten Zerlegung unterscheidet. A, sei die Gruppe der 
Automorphismen von D,, die fast alle Komponenten der ausgezeichneten 
Zerlegung von D, zentralisieren. 
(b) Zwei Untergruppen U, V von A, heil3en disjunkt, falls es eine 
gute Zerlegung Y 1 x Y, x . . . von D, gibt, so dal3 fiir alle i E N die Implika- 
tionen Yi 6 C,,(U) * Yi E C,,( V) und Yi 6 C,,,( V) * Yi E C,,(V) gelten. 
(c) Sei p eine Primzahl. L, bezeichnet die stabile lineare Gruppe iiber 
GF(p), also die Menge derjenigen Automorphismen eines abzlhlbar- 
dimensionalen Vektorraumes iiber GF(p), die jeweils fast alle Elemente 
einer festen Basis festlassen. Wir nehmen die Identifikationen GL(0, p) < 
GL( 1, p) < GL(2, p) d . . d L, vor. 
(d) Mit S bezeichnen wir die Gruppe derjenigen Permutationen von 
N, die nur endlich viele Ziffern bewegen. 1st G eine Gruppe, so bezeichne 
G { S immer das natiirliche und eingeschrinkte Kranzprodukt von G mit 
S. Wir nehmen die Identifikationen Sym(n) = 1 { Sym(n), S = 1 < S und 
G=GlSym(l)<GtSym(2)6 ... <G<S vor. 
(e) Zwei Untergruppen U, V von G { S nennen wir disjunkt, wenn 
fiir alle (qgl,g2, . ..)EU. (~,h~,h~, . .. . )EV gilt: gi# l*hj= 1, 
h,#l*g,=l, r(i)#i*t(i)=i, z(i)#i*7t(i)=i(iEN). 
Fiir eine endliche einfache Gruppe J ist offenbar A, = Aut(J) l S, falls 
J= J’ (und in diesem Fall stimmen die Disjunktheitsbegriffe aus 1.1(b) und 
aus 1.1 (e) iiberein), und A, = L, falls J = Z,. 
Die Bezeichnungen und bekannten Ergebnisse iiber Fittingklassen finden 
sich z. B. in [6]. Ich weise hier nur darauf bin, daB in diesem Artikel d die 
Klasse aller endlichen Gruppen bezeichnet. 
Sei G eine Gruppe. Unter einer Unter.gruppenklasse von G verstehen wir 
eine unter Konjugation in G abgeschlossene Menge endlicher Untcr- 
gruppen von G. 1st M eine Menge endlicher Untergruppen van G, so 
bezeichnet (M), die von M erzeugte Untergruppenklasse. Auch hierbei 
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lassen wir die geschweiften Mengenklammern gewohnhch weg. schreibzn 
also etwa (V, V, W), statt ({U, V, U’] )c. 1st 3” eine Gruppenklasse, so 
bezeichnet trG(X) die Menge aller Untergruppen von 6; die in X hegea, 
die ,YTp~lr von X in G. Wir schreiben E, := trJ&T) fur die K!asse ziler 
endlichen Untergruppen von G. 
ie Operatoren S, S,,, N, fiir Untergruppenklassen von G definieren ~,.ir 
genau ie die Operatoren S, S,,, N, bei Gruppenklassen. 
Sei eine Gruppe. Eine nichtleere S,,- und IV,-abgeschlossene ‘Cnter- 
gruppenklasse von G hei& Fittingrnenge voa G. Die van einer enge 5.d 
endhcher Untergruppen von G erzeugte Fittingmenge bezeichn wir mit 
Fitset,( Die Spur einer Fittingklasse ist immer eine Fittingmenge. 1st 
so ist E, sogar eine Fittingmenge von ganz G. 
= N, F, und ist UE E,, so bezeichnei Z:, den 
eiler von U, das Radikal der Untergr~ppc~k~asse 
so gilt VF 4 li. (Denn: 1st u E iJ, so ( V, j-’ s V, d VFjl E 
Fur Fittingmengen gilt das Quasi-&,-Lemma: 
LEMMA 1.2, Sei F eine Fittingmenge rot? @, U 
U/(( U n I;‘, ) x ( U A V2) ) nilpotent, V, E F. Dam ti E F Q 
Bebi’eis. Sicher ist Lid9 D : = x V,. 1st nun i,:e F, so ist I?= 
k’, CT E N, F = F, und dann such Vi? da L’TZ 9 D. 1st ~mgekebrt V2 E F. 
so gilt D = V, a L’, E N, F = F, und wegen U aa D daher &: E 
2. DISJUNKTHEIT UND BEWEGLICHKEIT 
DEFINITION 2.1. Sei G eine Gruppe. Fine D~sjunktheits~e!atiori fur G ist 
eine Relation dis auf E,, so da13 fiir U, r U2 E G di&e Aussage ‘*CT, 
folgendes impliziert: 
id) [U,, U,]= 1, 
is2) Ul n U2 = 1, 
is3) V! dis If1 fur Vi< U, (i:= 1, 2). 
1st dis eine solche Disjunktheitsrelation fur 6, und gilt C,‘r 
Untergruppen Ui von G, so nennen wir TJi md U2 dbjunkte Untergruppen 
Sind U, und CT2 disjunkte Untergruppen van G: so bezeichnen wi: ihr 
Erzeugnis mit U, * 17~ und sprechen von dem diJjunkten Produkt VOE C.‘, 
und U?. Mehrfache disjunkte Produkte sind analog zu mehrfachen direkten 
Produkten definiert: ebenso disjunkte Zerlegungen etc. 
BEZEICHNUNC 2.2. Die in 1.1(b) und (ei definierten Disjucktheits- 
begriffe in A, und G 2 S sind offenbar in der Tat Disjunktheitsrelat~o~c~, 
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die wir immer implizit als die in diesen Gruppen gewahlte Disjunktheits- 
relationen betrachten wollen. 
Die Gruppe GL( 1, 7) 2: 2, x Z, ist in L, nicht disjunktes Produkt der 
beiden direkten Komponenten; der Begriff des disjunkten Produktes ist 
also eine echte Verscharfung des Begriffes des (inneren) direkten Produktes. 
DEFINITION 2.3. Sei G eine Gruppe mit Disjunktheitsrelation, und sei 
UE E,. Eine n-te disjunkte Potenz von U ist ein disjunktes Produkt 
U” * . . . * Urn von Konjugierten von U, wobei die li Involutionen von G 
sind, und jedes ti die Gruppe Ub fur i #j zentralisiert. (Eine nullte disjunkte 
Potenz ist die Einsuntergruppe.) 
KOROLLAR 2.4. Sei S die von den Produkten tit,iti (i#,j := 1, . . . . 12) 
aus 2.3 erzeugte Untergruppe eon G. Dann induziert S auf dem Produkt 
U” *... * U’” (das ja ein direktes Produkt der i? ist) als Automorphismen- 
gruppe eine vole Symmetrische Gruppe. 
Beweis. titjti ist eine Involution, die U’l und U’J vertauscht und die 
anderen 17’~ zentralisiert. Wir erhalten eine Permutationsdarstellung von S 
auf der Menge {U”, . . . . I!?)-; sicher erzeugen all diese Transpositionen eine 
volle Sym(n). 
DEFINITION 2.5. Sei G eine Gruppe mit Disjunktheitsrelation dis. G 
heil3t Beweglichkeitsgruppe, wenn gilt: 
(MGl) Sind U,, . . . . U,?E E,, so gibt es g,, . . . . g, E G, so dal3 
p... up= Ufl*.,.* lJ,p,; 
(MG2) 1st UEE~, und ist nE N, so existiert eine n-te disjunkte 
Potenz von U in EG ; 
(MG3) Sind U, , . . . . U,, E c, und sind g, , . . . . g,, hi, . . . . h,, Elemente 
van G, so da13 uf . . . u,s” = ufl * . . . * Up und u:f . . . u? = UfI * . . . * U?, 
so sind diese beiden disjunkten Produkte konjugiert in G. 
Nun der wichtigste Beispieltyp fur Beweglichkeitsgruppen: 
SATZ 2.6. Sei Y eine Gruppe. Dann ist die Gruppe Ay eine 
Beweglichkeitsgruppe. 
Beweis. Seien U, , Uz E E,, . Sei D, = Y , x Y, x . . . eine gute Zerlegung 
von D,. Dann wird fiir ein geeignetes m E N die Gruppe Y; fiir alle i > m 
von U, und U, zentralisiert. Sei t E AY der Automorphismus von Dy, der 
Yi mit Y,+i vertauscht (i : = 1, . . . . m) und alle iibrigen Yi zentralisiert. 
Dann sind U1 and U; disjunkt. Damit gilt (MGl) aus 2.5 fur n = 2; durch 
Induktion erhalten wir den allgemeinen Fall. 
FITTINGMENGEN F,SJ 
Setze L: := CT,. Sei 12 E N. Wir dehnieren Invoiutionen li, ...r !r; E A, 
durch die Vorschrift, da13 tj die Komponenten i und ‘pli,,,+, vertausch? 
(i:= 1, . ..$M. j:= 1, . ..~ n) und alle anderen ~~rnp~~ente~ zentralisier;. 
Dann isl U”* . . *Urn eine /z-te disjunkte Potenz von r;i, und (MG2) aus 2.5 
is; gezeigt. 
Wir zeigen (MG3): Sei (UT’, .,.: Cf’:) = Ufl * .. * t!P, lnit gl> .“.) 
g,, E A,. Wir k&men in (MG3) hi = 1 fur alle i’ annehmen und suchen somit 
gE A,. so &IS (U, * . * Up,)8 = Lif’ s+ . . * Cm’,?. 
Es gibt eine gute Zerlegung y=y,,x . . . x Y,,xi x . ” x YtT1 x . x 
,1,?1, x Y, x Y, x . ~ so daB die Gruppe Ui jeweils alle Yjk mit .I # 
ie einfach indizierten Y, zentralisiert. Eine ebensoiche Zerlegung 
Y,,x ~‘. XY‘,,,,X .‘. xY,*lx .., XY ,,,, r,XTyX x . . exist ert kr d 
.” . 
1 
hierbei gilt: fast alle einfach indizierten Y,- stimmen bei geeignere; 
Numerierung mit ‘li, iiberein (da beides gute Zerlegungen sindj; augerden 
kann jeweils = g,(Y,) gewahlt werden. Wir definieren mm g durch die 
Wirkung auf den Y,, Y,: g(Jl) := g,(jl) falls p’~ Y,i; wir setzen g geeigne: 
fort. so daD g(Y,)= (Y,), dabei gly,= 
- 
id falls Yk = Y,. Dies defin&t 
latsachhch em Element von A, (denn g zentraiisier: fast alie Yi). Dies Ist 
das gesuchte g. 
Analog zeigt man: 
3. LOCKETTABSCHNITTE, FITTINGMENGENPAARE UND LAUSCHGRUPPEN 
Wir kannen jetzt die Lockett-Theorie fur Fittingklassen fast wijrthch auf 
ittingmengen ubertragen (vgl. [6, Seiten 46 bis 5 11 fur die Fittingklassen- 
Version ). 
3.1. Lockettabschnitte in Bel~~egiicilkeitsgrupyen 
Sei eine feste Beweglichkeitsgruppe. Fur jedes UE 
beiiebig gewahlte n-te disjunkte Potenz von 6/:. Wir schreiben (u! * ...1 ~l,,:i 
(ui E U) fiir ~‘1’ ~ u:; ( ti wie in 2.3 ). 
eine Fittingmenge von G. Beachte, da13 ( L;“), unter Momponenten- 
permutationen invariant ist, da diese von inneren Automorphismen von G 
induziert werden; beachte weiter, da8 ( U’), auf verschiedene Weisen durch 
innere Automorphismen von G in (uII),= eingebettet werden kann; etwa im 
Fall n = 3 solche der Form (x, y) -+ ( 1, x, ~3) bzw. (x, J:) + i-r, 1, pi ), erc. 
DEFINITIQN 3.1. Sei F eine Fittingmenge in G, Sei F* = 
3; / Di, sd W fiir jede disjunkte Potenz W vm tfTia. 
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SATZ 3.2. Sei F eine Fittingmenge in G. 
(a) F” ist eine Fittingmenge. 
(b) (F*)* = F*. 
(c) F = F* o (Cl* VjF = UF* V, fir alle Paare ( U, V) disjunkter 
Untergruppen von G. 
Eine Fittingmenge F von G mit F = F* heiBt Lockettmenge. 1st F eine 
Fittingmenge von G, so ist die Menge Locksec( F) aller Fittingmengen H 
von G mit H * = F* der Lockettabschnitt von F. Der Durchschnitt F, von 
Locksec( F) ist selbst ein Element von Locksec( F); ist H eine Fittingmenge, 
so gilt H E Locksec( F) 9 F, G H s F*. Wir definieren aul3erdem Lock- 
sub(F) := {HELocksec(F)jHcF}. 
SATZ 3.3. Sei F eine Fittiugmenge von G. Dann 
(F,), = F,( F*), E F c F* = (F,)* = (F*)*. 
SATZ 3.4. Fiir UE F gilt [U, NG(U)] < U,. 
Bemerkung 3.5. 1st UE F, so ist U’E F,. 
3.2. Fittingmengenpaare und Lauschgruppen in beliebigen Gruppen 
Sei wieder G feste Gruppe, allerdings nicht notwendig eine 
Beweglichkeitsgruppe. 
Einige Begriffe aus [6] miissen “lokalisiert” werden: 
Statt von normalen Einbettungen sprechen wir von G-normalen Einbet- 
tungen: Unter einer G-normalen Einbettung von U E E, verstehen wir eine 
normale Einbettung a: U + V, die als Einschrankung eines inneren 
Automorphismus von G auf U beschrieben werden kann. 
DEFINITION 3.6. Sei F eine Fittingmenge von G. Ein normales F-Fitting- 
mengenpaar (d, A) (beziiglich G) besteht aus einer abelschen Gruppe A, 
und einer Familie von Homomorphismen (d,: U---f A ) UE F), so da13 
d, = d vo CI fur alle U, V E F und alle G-normalen Einbettungen CC U -+ V. 
An die Stelle des Begriffes der “charakteristischen Hyperzentralitat” in 
[6] tritt der der G-Hyperzentralitat: 
DEFINITION 3.7. Gilt S< R 6 UE EG, R, Sg N,(U) =: T, so sagen 
wir, R/S sei G-zentral, wenn [R, T] < S; Wir sagen, R/S sei G-hyperzen- 
tral, wenn [R, T, . . . . T] < S fur eine hinreichende Anzahl von 
Wiederholungen von T. Mit diesem Begriff zeigt man dann wie bei 
Fittingklassen: 
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KATZ 3.8. sei (a, A) ein normales F-Fittingmengenyaar. am ist 
K:= Ker(d,A):= (UEFI 
eine Teilfittingmenge van F; ist G eine ~eweg~ichkeitsgr~~~e, so gilt 
EFINITION 3.9. Sei eine Fittingmenge von as universe//e normale 
aar von F ist der Co-Limes (6, )) titer die Fittingmenge 
-normalen Einbettungen. n(F) ist 
sei das eingeschrankte direkte Prod&t 
system Skel(F) von F, und T(F) d 
den Elementen der Form (E”u))~ (E~CXU) (U, P’E 
normale Einbettung, a,, sV die 
in d ( F)) erzeugte LJntergruppe. 
M=(E~u)T(F) (MEUEF), so erhalte 
Fittingmengenpaar. 
Ko~jugierte~klassenvertretersystems konnte man-mit gleichem 
esuitaf-such die Elemente von F selbst wa Ben, was fiir Klassen aus 
oretischen Griinden nicht miiglich ist. 
SATZ 3.10. Sei F eine Fittingmenge in der ewegEichke~tsgrMpae 
). Die Abb~~d~~g E i,~t 
~ntergr~~~enverb~nd 
nsbesondere ist * der Kern des universellen normalen Fittingmen 
ine Beweglichkeitsgruppe ist. Wir k&men demnach sic 
sinnvoll ausdehnen: 
EFINITION 3.11. 1st G eine Gruppe, eine Fittingmenge von ) SQ ist 
F, definiert als der Kern des universellen normalen 
paares. 
achte, da13 die Aussage UE * in beliebigen Gruppen 
a de: untere Stern in beliebigen Gruppen nicht i empotent sein muB 
efinieren wir no& 
F=,F*z(F*)*2 . ..) 
die rebsteigende Zentralreihe der Fittingmenge 
3.3. obergtinge zwischen Mengen und Klassen 
eschreiben einige Beziehungen zwischen ~o~kettabs~hni~~e~ won 
Fittingmengen und denen von Fittingklassen: 
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SAT2 3.12. Sei 9 eine Fittingklasse, G eine Gruppe. 
(a) Ist (d, A) ein normales 9-Fittingpaar, so definiert die Ein- 
schriinkung oon d auf trc(9) ein normales tr,(F)-Fittingrnengenpaar, das 
\tlir rnit (tr,(d), A) bezeichnen. 
(b) Ist G Beweglichkeitsgruppe, so gilt tr,(F*) = (tro(g))*. 
Beweis. (a) Jede G-normale Einbettung ist eine normale Einbettung. 
(b) Sei F := tr,(F). 1st UE E,, U’ ein disjunktes Quadrat von U, 
so gilt: UE F* o (U2)F sd U2 o (U’),-sdU’ o (Ux U),sd Ux U c> 
UE9*. 
Bemerkung 3.13. Sei (d, A) ein aul3eres J71-Fittingpaar, F eine Fitting- 
menge von A. 1st (e, B) ein normales F-Fittingmengenpaar, so wird durch 
ein normales d-‘F-Fittingpaar (e 0 d, B) deliniert. 
Beweis. Sei 11: N + GE 2! eine normale Einbettung. Dann gibt es 
aEInn(A), so da13 (e~d),~v=e,,,od,~v=e,,,oa~d,=e,,,,~,,,~d,~,= 
(e~d),~, denn c( bewirkt eine A-normale Einbettung d,N -+ d,G. 
Ein normales Fittingmengenpaar, das keine Entsprechung bei Fitting- 
klassen hat, liefert die folgende Beobachtung: 
KATZ 3.14. Sei G Gruppe, N 9 G. Dann definiert der kanonische 
Homomorphismus N + N/[N, G] ein normales E,-Fittingmengenpaar 
beziiglich G, das wir mit (e”, G, N/[N, G]) bezeichnen. 
Beweis. Dies ist trivial 
Mit iiu$‘eren Fittingpaaren kann man bekanntlich aus Fittingmengen 
Fittingklassen konstruieren. Vergleiche hierzu [lo]. 
Folgende hier beniitigte Aussage wurde dort nicht gezeigt: 
SATZ 3.15. Ist (d, A) ein iiuj’eres %-Fittingpaar, und ist F eine 
Fittingmenge von A, so giltfiir alle GE U: d,‘(d,G), = Gd-ltF,. 
Beweis. Sei N := d;‘(d,G),. Nach Teil 1 ist N ein F-Normalteiler 
von G. 1st N< A!fd G mit ME 9, so ist d,&{ME F konjugiert in A zu d,M; 
also d,M< (d,G),, also N= M. 
In [lo] werden die speziellen augeren Fittingpaare dJ*.F11F2 fur eine 
einfache Gruppe J und zwei feste Fittingklassen 9r 2 F2 eingefiihrt. Das 
Urbild einer Fittingmenge F unter einem solchen Paar wird dort mit 
C!?P(J, F, %//4) bezeichnet. 
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Man kann die festen Fittingklassen .$ ohne weiteres als Lockettklassea 
annehmen: 
SATE 1.16. n/lit den Bezeichnmgen con [IO] gYt: 
Nach den bekannten Aussagen iiber Lockettklassen sin 
Wauptfaktoren zwischen 6,. und GzE zentral in 
Gruppe 6, i : = 1,2: die Grubpen d; .* I’.“:( G) und 
G fur jede endhche 
i’r’.FT (6) stimmen 
also iiberein. 
as Urbild einer Lockettmenge unter einem J-Paar ist wieder eir.e 
Lockertklasse: 
SAT2 3:i’i. Sei J einfache Gruppe, F Fittingmenge eon I$,, 4 E: sl 
Fittingklassen. Dam gilt 
Wir schreiben d fiir dJ,“1,‘7’. 
Nach 3.16 konnen wir annehmen, da0 .gl ucd 9: Lockettklassen sin& 
( 1 j Sri G E 6. Seien G I und 6, die Komponenten coil G x G. Dmn i.~t 
GxJGxG)=dc.cGl *d G x G Gz, und durciz dies? disjmkte Zer!egusg is.: 
GxG(G~ 6) ein disjunktes Quadrat t’ojz dGxcG,. 
Da $3 und 4 Lockettklassen sind, ist (G x G),J(G x G),, als G x 5 
Gruppe isomorph zu ((G,),,;‘(G,).,I) x ((Gr),,/(Gzfs,). Da 6: dne 
Hauptfaktoren van GZ zentralisiert und umgekehrt, sind die Bit 
Gruppen unter d, x G disjunkt. AuBerdem sind sie konjugiert zu 
such zueinander. Da A, eine ~eweglichke~tsgru~~e ist (2.S), folgt die 
Behauptung ( I ). 
/RL) gilt also: GE.P*~(G~G 
cx.WdW=-((d,G)‘), s 
cG)2 ein beliebiges disjunktes Quadrat van 
LJntergruppenabgeschlossene Fittingklassen sind Lockettklassen. Dies is1 
fur Fittingmengen nicht richtig, und so ist das wi’chtigste Kriterium fur die 
Locketteigenschaft leider nicht van Fittingkiassen auf Fittingmengen fiber- 
tragbar: 
BEISPIEL 3.18. S ist nach 2.7 eine ~e~egl~c~k~~sgr~p~e. 
endlichen. Untergruppen van S’ ist sicher nntergrnppe 
Trotzdem ist sie keine Lockettmenge, da sie der Kern des 
mengenpaares (e”TS, Zz) ist, aber sicher nicht mit 5 ~bere~~stimmt. 
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BEISPIELE 3.19. (a) Sei S : = Sym(3). Wir setzen A : = Alt(3), T eine 
Untergruppe der Ordnung 2. Als Fittingmengen erhalten wir: F, := 
(&A, T, l),, F, := (&A, I),, F, := (A, l),, F, := (T, l),. F, := (l),. 
Beachte, daB die ilfenge F, sechs und die Menge F, vier Mitglieder hat. Es 
gilt: 
/t(F,)=(S/A)xT-Z,xZ3 
(denn:d(F,)=SxAxTxl, 
~(F~)=(AxA~lxl,(a~~,a,1,1),(a,a,l,1)Ja~A) 
=AxAxlxl) 
Locksec(F,)= (F,, Fz, F,} 
F, = (FL),. 
Die Lauschgruppe hat also eine Untergruppe “zuviel.” 
(b) G := Dih(8). Man sieht leicht: (EG)* = (Z(G), l),;, und 
((EG)*L = (lb 
4. ANWENDLJNGEN 
4.1. Zur Lockettvermutung 
Lockett aul3erte in seiner Ph.D. Thesis [9] die Vermutung, da13 jede 
auflosbare Fittingklasse p Durchschnitt einer Fittingklasse aus dem 
Lockettabschnitt von Y und einer Lockettklasse ist. Bryce und Cossey [4] 
zeigten die Aquivalenz dieser Aussage zu F* = 9 * n 9, und die Giiltigkeit 
dieser Formel fur eine grol3e Klasse von Fittingklassen. Berger und 
Cossey [3] konstruierten ein Gegenbeispiel. Wir wollen hier ein Ihnliches, 
allerdings nichtauflosbares Beispiel konstruieren, das die Grundidee von 
Berger und Cossey illustriert, ohne den Ballast der Dark-Konstruktion mit 
sich zu tragen. Wir widerlegen also nur 55* = F * n &*. (Dies ist wegen 
Y? = Y n &* [Z] eine Verscharfung der Vermutung von Lockett.) 
Mit der Lockettvermutung verwandt ist die-meines Wissens bisher 
unbeantwortete-Frage nach der Anpassung des unteren Sternes an 
Durchschnitte von Fittingklassen. Dasselbe Beispiel wird such diese Frage 
negativ beantworten. Sei J eine endliche nichtabelsche einfache Gruppe, 
so dalj Out(J) 2: Dih(8). (Existenz: Siehe [S].) Sei W := A,‘Inn(J)q N 
Dih(8) 2 S und (d, W) das auDere t”-Fittingpaar (dJ,“.“’ mod Inn(J)b, W). 
Sei 9, die Fittingklasse d-‘E.0, wobei Z das Zentrum von Dih(8) ist. 
Die Lockettaermutung. Wir betrachten das normale E,h-Fitting- 
mengenpaar (.e, Z2) := (e”‘, “, W/[Z@, W]). 1st G die endliche Gruppe 
Z mod Inn(J) < Aut(J), so ist G nicht im Kern des normalen g,-Fitting- 
paares (e c d, Z,), also G C$ (9i )*. Andererseits ist G die ~ommutatorgr~~~e 
van Aut(J), also G E 8* ; sicher gilt G E 9, und wir schlieben: 
Durcimhitte L~OII Fittingklassen. Wir behalten die Notation bei. Sei 
G < Dih( 8) zykhsch, E < Dih( 8) elementarabeisch, jeweils vom Index 2. 
Setze .F> := d-!E,.tl,, 4 := d-‘E,.Q,. 
Ist R eine der Gruppen E mod Inn(J), C mod Inn(J) so sieht man leicht 
ein: [R, Aut(R)] > G; folglich GEF~~ n&,. Aber sL = $3 n .y;? und 
G $9; z Folglich 
(4), n (*), 1 (&n s), 
4.2. Erzeugmg uorl Fittingklassen 
&FINiTfON 4.1. Sei p Primzahl, n E N : 
(a) Wir setzen 
.%%(p”) : = D,(Z,,) c$. 
AVr(p”) := (GEX~(~“)IC~(O~(G):;@(O,(G)))=O,~G)). 
jb) Fur jedes G E X”u(p”) wahlen wir eine der durch die Operation 
van G auf O,(G)/@(O,(G)) definierten Abbiidungen G + L, und 
bezeichnen sie mit 3,. 
(a) 3, G E FitsetLp(3(X)) 3 G E Fit(X ); 
(14) 3,G E FitsetL,(3(X))* 3 GE Fit(Z)*. 
(Ich vermute, da8 such die Umkehrungen geiten; das ist fur I$ = 1 durch 
Betrachtung des dzp-Paares (aus [IO]) leicht einzusehen, fur andere !i 
offen,) 
eweis. (a) (1) Seien X, YE Z97r(p”), gE p’ 3, Y= (3xX)i. Dam 
YE Fit(X): 
Sei m E N so groI3, daD 3,X, 3, Y, (g j c GL(m, p). Sei V der kanonische 
GE(nr, p)-Modul. Sicher sind die semidirekten Produkte c I’] 3,yX uad 
[I’] LJyY isomorph. Sei W := (ZP.)In. Da ~,XE $, BDt sich die Opera- 
tion van 3,X (und analog fur Y) auf R’ ausdehnen. Sicher gilt 
[ W] 3,X z Xx T,, wobei Tx~ DO(Z,.); analog fur Y. Wir schhehen: 
180 JOACHIM PENSE 
Bilde U7 analog zu (1). Dann [ W] 3,- Y 9 [ W] 3,yX. Wie in (1) gilt 
[ W] 3,X- Xx TX, analog fiir Y. Dann 
Analog sieht man: 
(3) Seien X, Y, ZE2V??l(p’Z), 3:Z= (3,X)(3,Y) mit 3,Xa 
3,Z E 3 y Y. Dann Z E Fit(X, Y). 
Sei nun ~,GE FitsetLp(3(T)). Dann entsteht 3,G durch wiederholte 
Anwendung der Operationen Konjugation, Normalteilerbildung, Bildung 
normaler Produkte aus Mitgliedern von 3(X). Aus (l), (2), (3) folgt 
GE Fit(X). 
lr 
tLb) w’ 
setzen U := SGG, 9 := Fit(%), F := FitsetLp(6(%)). Sei 
p, so daI3 UU’= U * U’ ein disjunktes Quadrat von U ist. Nach 
Voraussetzung ist dann (U * U’), subdirekt in U * U’. Sei m so grol3, daI3 
U * U’ < GL(m, p), und V der kanonische GL(m, p)-Modul. Wieder 15St 
sich die Operation von U * U’ auf W : = (Zpn)” ausdehnen. 0. B. d. A. gibt 
es w, 2 W,< W,’ so dalJ H’= W, x W,, und da13 [W](U*U’)= 
([W,] U)x([W,] U’), wobei [W,] U=G=[H”,]U’; folglich GxG= 
[W](U* U’). Nach (a) ist [W](U* U’)F~9, also [W](U* U’),< 
([ W]( U * V)),. Da die linke Seite subdirekt in ([ W,] U) x ([ W,] U’) 
ist ist die rechte Seite ebenfalls subdirekt; folglich ist (G x G), subdirekt in 
G x G, also GE 9 *. 
Mit den aus [lo] bekannten Aussagen iiber die von einer p-Gruppe in 
L.f erzeugten Fittingmenge, vermehrt urn folgende einfache Beobachtung: 
KOROLLAR 4.3. Eine Lockettmenge VOH L,, die eine nichttriviale 
p-Gruppe enthiift, enthiilt sogar alle p-Untergruppen van L,. 
folgen nun leicht die folgenden beiden Stitze von Johnsen und 
Laue-ausgenommen die Richtung (ii)*(i) in 4.4, die aus der oben 
erwtihnten offenen Richtung von 4.2 folgen wiirde. 
SATZ 4.4. [7]. Seien fir i : = 1, 2 die nichtnilpotenten Gruppen 
Gj E &p6q n &V( p”) (p und q verschiedene Primzahlen). Definiere fiir beide 
Gruppen die Abbildung Det, : Gi -+ GF(p)” als die Determinantenabbildung 
der Operation auf dem Abschnitt O,(G)/@(O,(G)). Dann sind iiquivalent: 
(i) Deb,(G, I= Deb,(GA 
(ii) Fit(G,) =Fit(G,). 
SATZ 4.5 [7]. Seien G,, G2 wie in 4.4. Dann gilt 
Fit(G,)* = Fit(G,)*. 
FITTINGMENGEN 1s: 
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